Enseignement insense, enseignement raisonné d créativité sociale
Yves Chevall ard®

1. Une question cruciale: les saavairs, pour quoi faire ?
1.1.Un symptome de |’ état del’ Ecole

Le conflit entre «tenants de la pédagogie » et « défenseurs des savoirs » ne cess ajjourd hui
d’ envenimer le débat sur I’ Ecole. Dans le pire des cas, onassste, du coté des « pédagogues »,
al’oudi, voire au rejet des savoirs établis ; du cbté de ceux que |’ appell erai les « savants », a
I’oppasé, onvoit la sanctification, voire la fétichisation « du » savoir.

Contre|’ouli des svoirs, on dat d abord rappeler le pacte nationd d'instruction que I’ Ecole
met en cauvre: on va al’Ecole pou s'ingtruire, afin de powoir andyser les stuations du
monce et agir en leur sein de facon raisonrée.

Contre la sanctification dusavoir, on dat ensuite rappeler la fonction génératrice du savoir
partout dans la société: les savoirs ont |'outil permettant de aéea des réporses idoines et
bien contrélées aux questions vives qu se posent a noLs.

Dans chaaun des deux cas — chez les « pédagogues » comme chez les «savants» —, il y a
rupture du lien arganique eitre I'Ecole @ les questions vives qu se posent, parfois
cruellement, aux jeunes générations au moment d’ entrer dans la société.

Pourqud, en dernier resort, I’ Ecole doit-€ll e instruire les jeunes générations ur ces questions
vitales? S ambigué soit-elle, il n'est qu une réporse a cette question: parce que |’ étude
collective de ces questions vitales, qu en permet I'identification, la formulation et la
résolution méme partielle, concourt a faire la «vie bonre » — méme quand cette éude fait
réfléchir sur letragique de lavie.

1.2.Motiver les savoirs étudiés

Un savoir, établi ou reissant, n'a sa place a I’Ecole que Sl corntribue & onstruire des
réporses aux questions aur lesquelles on entend instruire les jeunes générations — et, a travers
elles, la société.

Aucun savoir n'a, &I’ Ecole, de place réservéepour I’ éternité : tous doivent réguliérement — a
I”échell e historique — faire la preuve de leur féondté apropcs des questions a éudier. Or
C’ est une telle preuve que doivent fournir aujourd’ hui les savoirs mathématiques.

Fournir cette preuve apropcs d un savoir S, ¢’ est motiver ce savoir. La question Q motive le
savoir S, elle est uneraison détre de S, s Scontribue afabriquer une réporse R ala question

Q.

2.Lesraisonsd’ étre : une question vitale

O 1urm d Aix-Marseille, Marseille. Ce texte reprend I'essentiel d une communication faite aMarseille le 9 juin
2000 dns le calre du collogue Mathématiques sans frontieres 200Q



2.1.Mathématiquesinsensées ?

Les objets mathématiques <olaires nt aujourd’hui largement imnotivés parce quils
apparaisent désormais comme de simples «choses», qui sont 1a, rédités incréées quil
conviendrait de visiter docilement, sans s demander pourqua eles nt la.

Aing visite-t-on,comme en unmusée, les droites, qu sont paralléles ou sécantes, les anges,
gui sont rentrants ou saill ants, et puis aigus, droits ou obtus, les triangles, qu peuvent étre
isocdes, équilatéraux, rectangdes, et dort les haueurs £ cupent, les fonctions, qu peuvent
étre croissantes, décroissantes, etc.

Or les objets mathématiques ne sont pas un donré de la «Nature ». Ce sont des créations
humaines, qu ont leurs raisons d étre — y compris les entiers « naturels » dort Kronedker
(Berlin, 1886 affirmait en ure formule frappante’ :

« Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, all es andere ist Menschenwerk »

Pourtant le vieillissement du curriculum tend a « pétrifier » les objets mathématiques: on
conserve |’orgare mais on a perdu les fonctions pou lesquelles ces organes furent un jour
créés, ou pou lesguellesils sont toujoursla

Volens nolens on impose dnsi aux jeunes générations un monde appaemnent immnotive,
dénué de sens — insensé —, oul’on dome a croire par exemple qu'il serait «naturel »,
«narmal » de s'intéresser aux triangles! Monde d’ organes sans fonctions, sans raisons d’ étre,
sansraison.

Tout al'inverse, un enseignement raisonre doit rendre sensible les raisons d’ étre des objets
enseignés. Pourqua par exemple sintéresser aux triangles, ou aux angles ? Ne pourait-on
pas sen passer ? SUr ces points, on laissera le lecteur réponde par lui-méme, en se guidant
sur les quatre petits exemples qui suivent.

2.2.Exemple 1: histoire de graphes

Voici d'abord unexemple imaginaire: s I’on enseignait au seandaire les rudiments de la
théorie des graphes, mettrait-on en avant I’ organe (les graphes) ou les fonctions de |’ organe ?

De maniére raisonnée un graphe et un «quelque cose» qui, comme tout objet
mathématique, concourt a résoudre certaines classes de problémes. L’'important n'est pas
d’abord ce quest, structurellement, un graphe, mais bien ce que cest, fonctionnellement.
L’ar;izcle «Théorie des graphes » de |I’Encyclopaadia Universalis s owre d'aill eurs par ces
mot

« On appelle théorie des graphes une dasse de problémes plus ou moins bien résolus. Leur
résolution suscite ez les mathématiciens, en particulier a I’ éranger, un engouement sans cesse
croissant. »

Un probléme pou commencants — probleme sur une fiction mais probleme bien réel —
permettra de mieux voir la chose® :

! « Dieu a fait les nombres entiers, tout le reste est I’cauvre de I’'homme ». Les nombres non entiers étaient dits
autrefois artificiels — par opposition aux nombres naturels.

2Hervé Raynaud, Dictionndre des mathématiques. Fondements, probalilités, appications, Encyclopeaia
Universalis & Albin Michel, Paris, 1998 p. 225234. C'est moi qui souligne.

3 Cet exemple et emprunté ai numéro 1 de larevue Diagonde (1999.



« Nous ssmmes en 2951. |l existe un transport interplanétaire entre les planétes du systéme solaire.
Des nefs gatiales assurent les liaisons siivantes: Terre-Mercure, Pluton-Vénus, Terre-Pluton,
Pluton-Mercure, Mercure-Vénus, Uranus-Neptune, Neptune-Saturne, Saturne-Jupiter, Jupiter-
Mars et Mars-Uranus. Ces liai sons permettent-elles de partir dela Terre @ d'arriver sur Mars ?»

T Me N La dé du probleme tient ici en ungraphe — mon premier
graphe s je débute dans le domaine. Etablisons en effet le
D S schémades liaisons entre planétes (ci-contre). La réporse se
lit sur le « graphe » obtenu: il n'est pas possble d'aler de
P vy Ma J laTerrejusqu aMars!

Voiladorc, sur uncas qu on pourait croiretrop simple pou étre vrai, I’ une des raisons d’ étre
des graphes. Voilamotivé I'intérét pou les graphes.

2.3. Exemple 2 : |le cas desradicaux

Pourqua, maintenant, «chasser les radicaux » du dgnominateur des fractions ? Pourqud,
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aing, réaire |’ expresson 3\/—2_ 4 sous la forme —1—\/5 ? Deux ou trois réporses inadequates
meéritent d’ étre dénoncées :
1) « Parce que! »; 2) « Parce que c'est plus simple»; 3) « Parce que cest plus smple pour
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calculer, par exemple d —1+/2=-2414>»,

Pour aborder la seule réponse qui vaill e, commencgons par un petit probléme :

« Dans un repére orthonormal, on considére les points A(4;2), B(3\/2/2), C(1+2\/2;1+/2). Ces
points ont-ils alignés ? »

Il est bon dattaquer ce probléme par une expérience graphique : sur une feuille de papier, on
place onvenablement troispoints O, |, J et, par rappart au repere qu'il s forment, onmarque —
approximativement —les paints A, B, C.

J

L.,

O
Conclusion: I’alignement est vraisemblable!

Pour le prouver, caculons les pentes des droites (AB) et (AC) : les paints nt alignés s et
seulement s ces pentes ot égales. Or on okltient :

_Anf22 _Af21

2 [2_
PaBs) = et pac) = = .
3\/2-4 1+2\J2-4 2/2-3



. 1 R :
Notons qu' on a aiss pec) = 1—\/—2 Le probléme crucial est dorc: at-on ou nat-on pas

22 Af2-1 22 A[2-1

|’ égalité ? Ou encore : deux au moins des trois rappats
%9 a2-4 223 BRI 3 o g 223

Lsont ilségaux ?
12 9 '

On'rencontre @nsi, sur un cas particulier, ungrand probleme des mathématiques : comment
reconreitre s deux oljets mathématiques d'un certain type sont ou re sont pas le méme

objet ? Comment savoir par exemple s 7x5-8 = 237? Ou gg ggg Ou, encore, s
n(n+t)(2nt+l) (n=Hn2n=-1) _ 3
6 6 -

A ce grand pobléme, il existe une solution générique, universelle: pou réponde ala
question paee il suffit chaque fois de disposer d' un systéme d’ écriture des objets du type
considéré, dans lequel chacun e ces objets ait une éciture @ une seule. Le calcul de
I’ éaiture « canonique » des objets a mmparer permet alors de réponde : ains a-t-on 75 — 8
60 _ 4x15 _ 3x5 _
84 4x21 3x7

=35 — 8= 27, cequi montre que 7x5-8# 23.De méme, il vient d’ une part <

380_190_5x19 _5
532 266 19x7 7
60 _ 380
84 532

%, d autre part en sorte qu on peut conclure, cette fois, positivement :

onabien|’'égalité -

Revenons aux radicaux®. On a d’abord : PB) = 3\/_\/2—2_ 4 \\/_2_2((;\/_/2‘_2—_24){) 2_4\2\//:2 311\_/2_2 I
_C

20/2-2) _ 314[2) | a_c

vient ains : allte justifie dorsced :
2324 3322~ b d “brd)

PaB) = —\3\%{— 2(\/_2—2)"’3(1 \/_2) =-1 \/_2 = \/— = P@Eo)-
Lespoints A, B, C sont dorc dignés.

Bien entendu, pou résoudre le probléme propcsg, onaurait pu océder autrement. Dans de
rares cas, on peut ains trouver avantage a dler directement d'un djet a I’ autre sans passer
par leur écriture canonique. Mais la chose exige souvent une virtuosité sans grand rappart
60 _ 6x60 360€t@ 20 do 60 360+20 _ 380
84~ 6x84 504° 84~ 28 “°Y847 504128 7 537
Il est vrai toutefois que, en certains cas, le passage par |’ écriture canonique devra méme ére
évité’. Mais cet évitement ne va en général pas de soi, comme le montre |’exercice de

virtuosité suivant ;

aveclerésultat visé : onapar exemple o,

* C'est volontairement que nous N’ utilisons pas, dans ce qui suit, la technique « classique » (par I expression
conjuguée mais une technique plus rudimentaire, qui conduit naturellement a la technique classique, qui se

atb\Je _/e(arb\e) _ clatb\/e)-ch/e(atb/e) _ (c-ch/e)(a+by/e)
cthfe  \e(crde)  clcrdye-the(crdhfe)  (c-he)(crn/e)

laisse lire dans les calculs qu’ elle engendre :

(ac—bde)+(bc—ad)\/73)
( CZ_dZ
® Par exemple si I’on veut vérifier I’ égalité 4[(a’—b®)cd+(c>~d?)ab)® + [(a®—b?)(c>—d?)—4abed)? = (a®+b?)?(c>+d%)>.




«Ona: puy = N2 N20/22) 222 12 2L o 22

YT 24T 2324) 642 322 20237 9T T Y T a4
(2-)-(/22) _ 1
(2V2-3)+(3/24) 12

= P@o)- »

Pourqua dorc «cdculer » ? Laréporse est maintenant évidente, et générale : pour identifier,
par smple examen formel, I’ objet auquel ona dfaire @ quel’on «cdcule ».

Telle et la raison détre de tous les types de lculs et des résultats correspondants
d exstence @ d'unicité (démontrés ou admis, explicites ou implicites) depuis |’ éle primaire
jusgu al’université.

Oublier cette raison détre, c’'est dorc rater le sens d’une grande partie des mathématiques
enseignées — tous les caculs! —, et c'est priver les éléves d'une clé esentielle pou
comprendre «ce quon fait en maths», depuis I'émle primaire. C'est se condamner a
imposer aux ééves des exigences en apparence mathématiquement imnotivées et dornc
prodiguer un enseignement insensé et arbitraire. Ainsi de ceprofesseur qui note :

« Comment faire comprendre qu'il faut toujours smplifier une fradion, méme quand le but de
I’exercice n'est pas “ écrire le plus $mplement possble...” ? En particulier, dans un contrble, des

6 _6(/24/6) _6(/2+/6

A s Lo 2—/6) - . : , .
elevesontemt.\/_zﬂ/_G— >6 2 . lIs ont suivi la mnsigne mais celam’ennuie de

leur mettre le maximum de points. 1ls ne cmprennent pas pourquoi cda me géne “puisgue cest
pareil.” »

Pourqua dorc réaire ﬁ ? Peut-étre parce que I’ expresson attendue, a savoir g (\/_ 6—\/5
+

), fournirait des valeurs dédmales approchées davantage... approchées? Nullement! La

6 6 _ 6 _
forme|n|t|aIeX—\/-2+\/6 montre que X < ok 2 et quex > 513 1,2,etdorcquel,2<x<

2. Laforme demandég soit x = g (\/E—\/E), dome seulement x < 1,53-1) =3 et x> 1,52-2
. . 6 6 3
=0,s0it 0<x<3.S1'on pendy\/2=1,4et\/6= 2,4, 0na: =—F==55= 1,58et - (\/6~\/2

) . 6
= 1,5,valeur moins proche pusque———==1,55...
) p pusq NE

S agissant dorc du cdcul de valeurs décimales approchées, I’expression\/-z—G\/% est meilleure
+
gue |’ expresson « simplifiée»g (\/6—\/5).

Laraison ce |I'éaiture atendue®, onle sait, est ailleurs. Mais elle restera cachée aix éléves
parce gue, en Vérité, elle adéserté la alture mathématique, nonde ce professeur particulier,
mais de notre enseignement des mathématiques.

€ Ici, le théoréme d’ existence & d'unicité et (implicitement) relatif ao[\/_z,\/_s] : tout @ément de cecorps séait
d’une maniére unique sous la forme a+b\/—2+0\/§+d\/?5.



2.4. Exemple 3: statistique(s)

Il est fadle d’enseigner |a statistique de maniere insensée Le professeur fournit aux ééves
une série de domées numeériques et leur demande d’ en cdculer la moyenne d | écart-type: il
Sagit la — en est-on conscient ? — dun simple exercice de calcul, non & satistique. La
statistique est, en ce c&, résolument absente delaclass.

Ce qui, par contraste, motive le savoir statistique’, ce qui en fait la raison détre, c'est le
besoin d apparter réporse ades questions des types suivants :

« C’'est quoi, un gos éléphant ? »

« Capese cmmbien, un ééphant ? »

« Cagagne bien, un prof ?»

« Cagagne ambien, un prof ?»

« C’est quoi, un prof qui gagne bien ?»

«Unredangle, cadoait ére beaucoup pluslongquelarge ? »

« Le prof m'a engueulé en me disant de dessiner un rectangle “normal”. C’est quoi un redangle
normal ?»

Justement : c'est qud un rectangle «normal » ? On dat d'abord recueillir des donrées
pertinentes —ici, 47 rectangles dessnés par 47 professeurs de mathématiques en réporse ala
consigne : « Commencez s'il vous plait par trace un redangle... ». On peut formuler des

conjectures sur le rappat r = longueur gue I’on va observer, penser par exemple que r sera

largeur
proche de\/_ =%, ou quil seravoisin du nanbre d’or (= 1,6). Les résultats observés ot
en fait les siivants:
Classs Effectif
10;1] 1
111,2 0
11,21,4 5
11,4,1,6] 3
11,61, 12 Médiane: 1,86
11,82] 14 Moyenne : 1,88
12;2,2] 3
12,22,4 S
Ou plus... 4

Une conclusion est claire : la premiere wnjecture (r = \/_2) doit étre rejetée! En modifiant
adéquatement le regroupement en classes, on oliient alors ced :

Classs Effectif
11,41,5
11,51,6]
11,6,1,7]
11,7,1,8]
11,81,9
11,9;2]

O© U1TwWwwONEF

" Dans le @s univarié. Ce qui suit doit beaucoup & Guy Brousseau.



Conclusion : la deuxieme mnjedure (Ile nombre d'or) ne peut pas étre rejetée; mais une autre
tendarce se dégage —autour de 2.

Bien entendu, il ne s agit l1a que d’ une ébauche d étude, qui il resterait a répéter, a amplifier, a
compl éter.

2.5.Exemple 4 : pourquoi lesfractions ?

Les fradions d’entiers® sont des nombres nécessaires pour mesurer exadement certaines
grandeurs : la longueur d une baguette obtenue en coupant en 3 parts égales une baguette de

10cm a pou mesure en cm le nombre 1—0, qu n’est pas un nambre décima®. Mais ce sont

auss des nombres qui permettent de raisonrer et de alculer parce quils permettent de
généraliser le cncept de « nombre de fois », comme le montrent les exemples siivants:

« S 8 sucdtes coltent 10 F, 24 sucettes, soit 3 fois 8 sucettes, colteront [3 fois plus, soit] 3 fois
10F(=30F) »

« S 8 sucettes coltent 10 F, 11 sucettes, soit 1

- teront o OLL
8 fois 8 sucdtes, colteront 08 fois plus, sonD 8

fois10 F(=13,75F)
« S 8 sucettes colitent 10 F, 3 sucettes colteront % « fois plus », soit% foislOF(=3,75 F) »

« S a choses coltent b francs, alors x choses, soit g fois a choses, co(teront %fois plus, soit Bg

foisb francs »

Contrairement al’image qui S impaose trop vite aux ééves, les fractions nous facilitent la vie —
elles nows font la vie meilleure. Trois places de spedade ont colté 162 francs. || nous faut

cing daces de plus. Combien va-t-on encore débouser ? La réporse est immédiate : g fois

plus, soit 162 x % francs: 162 multiplié par 5 et divisé par 3, ma cdculette indique... 270

francs!
3.L’apport des mathématiques: vrai parce que démontré
3.1.Uneantique incompréhension

Dans la propasition 20 du livre | des Eléments, Euclide démontre que, en tout triangle ABC,
on a BA+AC > BC. Proclus (v°s) rappate ace propcs une aitique qui, depuis, n'a guére

10

cesx

« Les Epicuriens rail laient ce théoréme, en disant qu'il était évident méme pour un ane. Car si I’on
placedu fourrage al’ une des extrémités d’'un coté, I’ ane en quéte de nourriture, parcourt un seul
cbté du triangle et non deux ! »

8 Nicolas Rouche a onsaaé & céte question tout un petit livre intitulé judicieusement Pourqud ont-ils inventé
lesfractions ? (Elli pses, Paris, 1998.

° Sl existait des entiers naturels n et p, n non divisible par 10, tels que%) = % onaurait 107 =3n: 2 et 5, qui
divisent 10", diviseraient donc 3n, et donc n, en contradiction avec!” hypothese que 10 ne divise pas n.

19 Bernard Vitrac, Commentaires, in Euclide, Les Eléments, PUF, Paris, 199Q p. 234.



D’emblées’installe ainsi une confusion sur la nature de la géométrie des mathématiciens. Une
confusion qu dure encore, mais une mnfusion qu peut étre levée et qui doit |’ étre.

3.2.Géométrie expérimentale, géométrie théorique

Pour comprendre, il faut commencer par prendre quelque recul par rappat ala géomeétrie des
mathématiciens, afin méme d’ expliciter le point de vue qui motive la aitique profane de atte
géométrie.

Commencons dornc par nommer « géomeétrie » cette science physique dort I’ objet est I’ espace
sensible, science des « faits gatiaux » (Charles Méray) qui peut a bon doit étre regardée
comme le « premier chapitre de la physique » (Einstein).

Deslors, il devient clair, tout d abord, que seule |’ expérience permet de faire parler la nature
et d'établir en derniére instance s tel «fait spatial » est avéré, s telle sssertion est vraie dans
I’ espacesensible qu étudie la physique.

La science geométrique et ainsi, d abord, géométrie expérimentale. Gauss pensait qu on re
powait « démontrer par le seul raisonnement la nécessté de la géométrie auclidienne » (lettre
a Olbers, 1817%. Pour en avoir le aoaur net, il fit mesurer les angles d un triangle formé par
trois pics distants de 69, 85et 197 km : la somme dépassait 180° ¢k prés de 15", ce qui, étant
donreé la précision des mesures, était mal heureusement insuffisant pour conclure.

Les « Vvérités » révélées par |’expérience sont ensuite organsées déductivement. On passe
ains de lagéométrie expérimentale ala géométrie théorique : certaines vérités expérimentales
sont prises comme axiomes, les autres devront étre déduites des axiomes.

Le premier appat des mathématiques tient alors en ced que, a tout moment dans le procesaus
d élaboration de la géométrie théorique, toute assertion A démontrable dans la théorie
géométrique disponible (TGD) est — sauf erreur ! — vraie dars |’ espace sensible E ; soit, avec
des notations empruntées aux logiciens: s |-rep A aors|=g A.

Bien entendu, un @saccord entre TGD et expérience obligera aretoucher la TGD — ou a
reprendre le travail expérimental.

3.3.Géométriethéorique, géométrie mathématique

La géométrie «théorique » est en gros cdle qui s enseigne ajjourd hui encore au coll ege.
Mais on lien fondateur avec |’expérience y est presgue toujours rompu: cette géométrie
théorise ainsi une rédité empirique quas absente — onvay revenir.

La géométrie théorique met I’ accent sur le travail déductif et sur I’ organisation déductive de la
géométrie qui en résulte. Or c'est dans ce travail de déduction —dort la significaion tend
aujourd’hui a n’étre plus que celle d'un rituel — quon dat quelquefois aler trouver les
raisons d’ étre de tell e outelle notion mathématique. Considérons ainsi |’ assertion suivante :

® Dans un triangle rectangle, les angles adjacents al” hypoténuse sont aigus.

La démonstration quen donraient autrefois les manuels de wllége fait apparaitre la
motivation théorique de notions présentées trop souvent, a tort, comme purement descriptives
—ici, cellesd angle saill ant et d'angle aigu :



A 0. Soit un triangle ABC redangle en B. Soit D le symétrique de C
—

,/ par rappat a (AB) : letriangle CAD est isocéle. L'ange CAD éant
’ —
e saillant (< 2D), I'angle maitié, soit CAB, est aigu. On montre de
/ T
o méme que BCA est aigu.
D B C

Ce premier travail déductif se poursuivait alors ainsi*

@ Dansun triangle isocéle, les angles ala base sont aigus.

0. Soit ABC untriangle isocéle en A et soit | le mili eu de [BC] (ci-desous, a gauche). Le triangle
T — T
AIB étant rectangle en |, I'angle ABC et aigu, €t il en est de méme de ACB (= ABC).

® Dansun triangle rectangle, les cotés de I’ angle droit sont inférieurs al’ hypoténuse.

0. ABC éant rectangle en B, soit D le point de JAC) tel que AD = AB (ci-desaus, a droite). Le

triangle BAD éant isocéle en A, ABD est aigu, de sorte que |BD) est intérieur aABC : le point D
appartient a JACI. Il en résulte gue AD < AC, soit donc que AB < AC. On montre de méme que
CB<CA.

@ Soit ABC un triangle rectangle en B et soit D un point de |BC) tel que
A BD > BC. AlorsAD > AC.

0. Soit E [0 ]JAD) tel que AE = AC. CAE étant isocéleen A, ACE est aigu.
—
Par ailleurs ACB est aigu comme angle non droit du triangle rectangle

E L, . — L. D s =
ABC : son supplémentaire ACD est obtus, et donc supérieur a ACE : ACE
T
B C D <ACD. Il enrésulte que E appartient a]AD[ : ona ans AE<AD, i.e. AC

<AD.

® Dans tout triangle le plus grand cOté est inférieur & la somme des deux autres, et les angles
adjacents ont aigus.

A 0. On suppose gque BC > CA > AB. Dans le triangle redangle AHB, on

aBH < BA, et on adonc BH < BC. De méme, dans le triangle AHC,

CH < CA <CB. Commeon a alafoisBH <BC et CH < CB, le point H

appartlent a]B(], et I'on adonc BC = BH+HC < BA+AC. Les anges

ABH et ACH sont aigus comme aljacents a I'hypoténuse dans les
T T —

B H C triangles rectangles AHB et AHC. Comme ABH = ABC et ACH =

T . .
ACB, lesanglesen B et C du triangle ABC sont aigus.

Bien entendu, les déductions précélentes présentent des failles et des imperfections, qui
appelleraient untravail mathématique spécifique. Pour lesidentifier —en vue de les éliminer —

1 Nous présentons dans ce qui suit un choix « moyen» : bien que relativement figée I’ organisation déductive
classique almettait en effet certaines variantes.



il conviendrait déja d’ expliciter de maniere rigoureuse la « TGD », laquelle, ici comme dans
toute la tradition scolaire, nest définie qu approximativement. Au-dela de la géométrie
« théorique », il existe dornc une géométrie « mathématique », dort I’ objet est la mise au point
fine de la géométrie théorique : mais cette géométrie mathématique, quiillustrent par exemple
les Grundlagen der Geometrie (1899 de David Hilbert, reléve ajjourd hui encore des
« hautes mathémati ques »'2.

3.4.Levrai et ledémontrable: évident # évident

Méme s |a théorie géométrique dispornible aété soigneusement élaborée, il n'est pas gir que,
S A est vraie dans E (|=e A), alors A est déductible dans la TGD : |-rep A. (La rédproque,
rappelons-le, est vraie, sauf erreur gravissme dans la construction celaTGD.)

Il se peut par exemple, bien entendu, g la TGD soit trop «faible » encore, et qu'il faille
rajouter un axiome pou asaurer ladéductibilité de A.

Maisil se peut auss quel’onait bien |-rcp A maisqu on narrivepasal’ établir, parceque la
démonstration ce A dansla TGD « n’est pas évidente » !

En particulier, il arrive régulierement qu une asertion A apparaise clairement vraie dans
I’espace sensible, au pdnt gqu une expérience en bome d due forme ne semble pas méme
nécessaire pour s asaurer que |=g A.

Cest ains que la propriété de Pasch — si une droite coupe un cété d’'un

triangle dle coupe unautre @té — nows apparait « graphiquement évidente ».

~_  Maiscomment établir cette esrtion dansle calre dela TG disponible en Vg

par exemple? Semblablement, on peut, a l'instar des Epicuriens

contempteurs d’ Euclide, regarder |’inégalité triangulaire comme évidente — parce qu elle est
(presque) évidemment vraie dans E. Mais comment la démortrer en telle TG donrée'® ?

D’une maniere générale, I’ é&ude compléte d’une assertion A suppase deux grandes étapes.
Considérons la situation géométrique représentée ci-prés: un triangle redangle, les carés
construits sur les coétés de I’angle droit, et trois droites, dort la hauteur relative al’ hypoténuse
du triangle rectangle™®. Ces trois droites (en trait continu) se mupent-elles ?

12| _es distinctions faites ici entre I’expérimental, le théorique et le mathématique reprennent des distinctions
classiques en physique. Ainsi Jean-Marc Lévy-Leblond précise-t-il (dans « Physique & mathématiques», in R.
Apéry et al., Penser les mathématiques, Le Seuil, Paris, 1982 p. 203-204) : « La physique théorique dégage &
applique des lois; elle aée & met en cauvre les concepts physiques us la @ntrainte de la physique
expé&rimentale @ en interadion étroite avec @lle-ci. Elle comporte différents niveaux, qui peuvent aler de
I"interprétation de tel résultat expérimental spédalisé al’aide des lois physiques connues jusgu’ a la recherche de
lois fondamentales nouvelles. Elle et mathématique dans la mesure ou les mathématiques jouent un role
congtitutif qu’on aindiqué plus haut ». Le méme auteur poursuit dans les termes giivants (op. cit., p. 204) : « On
désigne en général sous le nom de physique mathématique une adivité beaucoup plus gpédaliség que I'on
pourrait déaire mmme une tade de refonte et d’ épuration de la physique théorique. A la naissance des théories
physiques, leurs formulations % présentent comme des édifices, neufs certes, mais encore recouverts
d échafaudages et parsemés de débris provenant des anciennes constructions qu' elles remplacent. Retirer les
édhafaudages, enlever les débris, mettre en pleine lumiere la structure interne de I’ édifice, la nature & la solidité
de ses assises comme ses points faibles, c'est ainsi que I’ on peut déaire la tadhe de la physique mathématique. |1
s agit donc d'une adivité portant nécessairement sur des théories et des concepts d§ja aéés et asurés ».

13 Une réponse et donnéeplus haut, dans le calre d’ une théorie géométrique déterminée

14 Cette configuration apparait dans la démonstration euclidienne du théoréme de Pythagore : voir I’ édition des
Eléments citéeplus haut, p. 283



Commencons par une dude expérimentale de cdte as<ertion: est-elle vraie dans I’ espace
sensible ? Pour cela, refaisons en plus grand la figure d-desaus (épure A). Le petit triangle
d'intersection grosst-il en propation? Il semble bien que non! L’idée que les trois droites
géomeétriques £ cupent prend de la mnsistance.




Procédonrs alors a une nowelle expérience graphique, sur quadill age cette fois (épure B) :

notre conjedure se wnfirme.

B x 7). Cettefois, il 'y aplus
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Peut-on alors démontrer ce «fait spatial », ¢’ est-a-dire le déduire des assertions composant la

TGD ?



La faisabilité de la chose dépend bien slr, théoriquement mais auss pratiquement, de ce
gu est laTGD. Voici dornc une démonstration.

0. Considérons lafigure d-dessous, ou la droite (AO) est perpendiculaire a(BE). Soit Q le centre
du carédesommets A, C, E.

O

Le quart de tour direct de centre Q transformeE en A, A en C, et B en O. Par suite, on aCO = AB.
On en déduit de méme que la perpendiculaire a(AD) passant par B pass par O. Les trois droites
ne sont donc pas autre dose que les hauteurs du triangle AOB. Par suite, ces droites se coupent
(théoréme de Veden, 1817).

3.5.Refonder, rebatir

La complaisance mise a onfonde expérience & déduction, évidence graphique @ (non)
évidence démonstrative pese sur I’ enseignement aduel.

Cette dtitude induit une confusion qu occulte I’appat propre des mathématiques a la «vie
bonre » — quand I’ expérience est muette, ou articule mal, les mathématiques disent le vrai a
traversle démontrable.

Elle lais®e en déshérence le probléme démonstratif, qu doit pourtant ére résolu a nauveaux
frais chague fois que dhange la théorie disponble: tout a wup, onne démontre plus tel
« résultat », et, bientdt, on ne sait plus le démontrer — comme le montre le ca de I’inégalité
triangulaire.

Contre cette dérive dangereuse, les temps actuels exigent une véritable ambition créatrice: il

faut désormais travailler a reaéer un enseignement raisonré de mathématiques assumées
commetelles, c’'est-a-dire avecun intérieur (le déductible) et un extérieur (le vérifiable), avec
du mathématisable @ du mathématisé, selon we diaectique qui fonde les raisons d’ étre des
objets mathématiques étudiés.

Le dhantier est immense.



