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Grandeurs & mesures :

aujourd’hui, hier, demain ?

Yves Chevallard

1. Une présence insistante

« Grandeur » dans les programmes du college

[6°] se familiariser avec I’'usage des grandeurs les plus courantes (longueurs, angles, aires, volumes,
durées) // Les travaux géométriques ... constituent en particulier le support d’activités numériques
conjointes (grandeurs et mesures)... // Effectuer, éventuellement avec une calculatrice, des calculs
faisant intervenir diverses grandeurs : longueurs, angles, aires, volumes, durées... // [5°] Les travaux de
géométrie plane ... constituent, en particulier, le support d’activités numériques conjointes (grandeurs
et mesures). // [4°] En classe de quatrieme, la représentation d’objets géométriques usuels du plan et de
I’espace, le calcul de grandeurs attachées a des objets, demeurent des objectifs majeurs... // On pourra,
a I’aide des formules d’aires ou de volumes, étudier les variations d’une grandeur en fonction d’une
autre. // Grandeurs quotients courantes // [Ace. 5° & 4°] La proportionnalité ... est indispensable pour
I’étude et la compréhension des relations entre grandeurs physiques... // La plupart des phénomenes
permettent d’observer des grandeurs ; 1’étude de ces grandeurs conduit a s’intéresser aux rapports qui
existent entre elles. // [3°] Les objectifs des travaux géométriques demeurent ceux des classes
antérieures du college : représentation d’objets usuels du plan et de I’espace ainsi que leur
caractérisation, calcul de grandeurs attachées a ces objets... // Proportionnalité et traitement usuels sur
les grandeurs // Dans des situations mettant en jeu des grandeurs, I’'une des grandeurs étant fonction de
Iautre, ... // Les situations mettant en jeu des grandeurs restent privilégiées pour mettre en place et
organiser des calculs faisant intervenir la proportionnalité, en particulier les pourcentages. // Grandeurs
composées // Les grandeurs produits sont, apres les grandeurs quotients déja rencontrées en classe de
4°, les grandeurs composées les plus simples. On pourra remarquer que les aires et les volumes sont des
grandeurs produits. // D’autres grandeurs produits et grandeurs dérivées pourront étre utilisées :
passagers X kilometres, kWh, francs/kWh, laissant progressivement la place a euros/kWh, ... // [Acc.
3°] La troisieme partie porte sur le traitement des grandeurs usuelles dans I’enseignement au college,
non seulement du point de vue mathématique, mais avec le regard provenant de I’intérét d’autres
disciplines. // ... successivement, au college, les lettres ont ainsi été utilisées de facon « expressive » en
référence a des grandeurs (comme dans la formule de 1’aire du rectangle), pour désigner des valeurs
inconnues (dans les équations), des valeurs indéterminées (dans les identités remarquables, par
exemple) et enfin des variables (dans le langage des fonctions). // III. Place des grandeurs dans
I’enseignement des mathématiques au college // ...



Le tableau synoptique de ces programmes
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Les nouveaux programmes du collége : introduction générale

i 2. Organisation des contenus

i Les quatre parties des programmes des classes du college s’organisent autour des objectifs suivants :
| m organisation et gestion de données, fonctions :

| m nombres et calcul :

| m grandeurs et mesure

i —se familiariser avec 1’'usage des grandeurs les plus courantes (longueurs, angles, aires, volumes,
i durées) ;

| _ connaitre et utiliser les périmetres, aires et volumes des figures planes et des solides étudiés ;
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! — calculer avec les unités relatives aux grandeurs étudiées et avec les unités de quelques grandeurs
|

mesure » :
— de compléter les connaissances relatives aux longueurs, aux masses et aux durées ;
— de consolider la notion d’angle, a partir des premieres expériences de 1’école primaire ;

— d’assurer la maitrise de la notion d’aire (distinguée de celle de périmetre) et celle du systeme d’unités
de mesure des aires ;

—de mettre en place la notion de volume et commencer 1’étude du systeme d’unités de mesure des
volumes.



« Grandeur » dans le programme de 6°

N

[6°] Les problemes a proposer (qui relevent aussi bien de la proportionnalité que de la non-
proportionnalité) se situent dans le cadre des grandeurs (quantités, mesures). L’étude de la
proportionnalité dans le cadre purement numérique releve du programme de la classe de cinquieme. //
(évolution d’une grandeur en fonction d’une autre). // 4. Grandeurs et mesures // Il est important que les
éleves disposent de références concretes pour certaines grandeurs et soient capables d’estimer une
mesure (ordre de grandeur). // Il est important que les éleves disposent de références concreétes pour
certaines grandeurs et soient capables d’estimer une mesure (ordre de grandeur). //

compléter les connaissances relatives aux longueurs, aux angles, aux masses et aux durées ;
savoir calculer les aires et volumes de figures ou de solides usuels ;
poursuivre 1’étude du systeme d’unités de mesure des volumes ;

« Grandeur » dans le programme
du cycle central

[5°] Les activités numériques et graphiques font le plus souvent appel a des situations mettant en
relation deux grandeurs. Le travail sur des tableaux de nombres sans lien avec un contexte doit occuper
une place limitée. // Il est possible d’envisager, dans une formule, des variations d’une grandeur en
fonction d’une autre grandeur, toute autre variable étant fixée... // De nombreux thémes du programme,
notamment dans le domaine grandeurs et mesures, conduisent a utiliser des expressions littérales
(formules). // 4. Grandeurs et mesures // Certains de ces problemes qui conduisent & exprimer une
grandeur en fonction d’une autre sont I’occasion de faire fonctionner les propriétés opératoires (cf. §
2.1) en utilisant une lettre. / Comme en classe de sixieme, 1’utilisation d’unités dans les calculs sur les
grandeurs est légitime. Elle est de nature 2 en faciliter le contrdle et a en soutenir le sens. // [4°] En
classe de quatrieme, la représentation d’objets géométriques usuels du plan et de 1’espace, le calcul de
grandeurs attachées a ces objets demeurent des objectifs majeurs. // 4. Grandeurs et mesures // Le
travail sur les aires et les volumes ... permet en particulier d’aborder la variation d’une grandeur en
fonction d’une autre. // La notion de vitesse en tant que grandeur quotient est abordée en classe de
quatrieme. Elle est la premicre grandeur quotient étudiée. / Comme dans les classes précédentes,
I’utilisation d’unités dans les calculs sur les grandeurs est 1égitime. Elle est de nature a en faciliter le
contrdle et a en soutenir le sens. // Les formules d’aires ou de volumes offrent 1’occasion d’étudier les
variations d’une grandeur en fonction d’une autre. // 4.2 Grandeurs quotients

[1. Energie] ... ’énergie possédée par un systeme est une grandeur qui caractérise son aptitude a
produire des actions. // [2. Environnement et développement durable] La physique et la chimie
mettent a disposition la connaissance des grandeurs qui permettent de décrire 1’environnement, leurs



Accompagnement du programme de 3°

IIT — Place des grandeurs
dans I’enseignement des mathématiques au college

Les programmes du college, tout comme ceux de 1’école, insistent sur I’importance de la résolution de
problémes pour la compréhension progressive par les éleves des notions mathématiques et une maitrise
de celles-ci qui ne se réduit pas a la seule mémorisation de techniques. Ils peuvent ainsi recourir a
I’outil qu’elles constituent dans différentes situations. Par cela, on rejoint I’histoire des mathématiques.

A. Les enjeux du travail sur les grandeurs

Aujourd’hui, la science mathématique s’est largement affranchie de la question des grandeurs
(ensemble des nombres, par exemple, se construit, formellement, sans référence aucune aux
grandeurs). Théoriquement, les mathématiques peuvent donc a la fois se transmettre et se développer
sans référence a la notion de grandeur.

Sans cette référence, la présentation des mathématiques serait toutefois beaucoup trop abstraite pour
étre a la portée des éleves du college, et méme bien au-dela. Il y a d’ailleurs plusieurs raisons qui
rendent indispensable, spécialement dans I’enseignement obligatoire, un appui résolu, mais distancié,
sur les notions de grandeurs et de mesure.

— Historiquement, c’est bien a partir d’un travail sur les grandeurs qu’ont été construits la plupart des
concepts et des théories mathématiques. Il serait d’autant plus dommageable de perdre de vue cette
filiation que, comme cela a été signalé, c’est elle qui permet d’assurer les liens avec les autres
disciplines.

—S’il a été possible aux mathématiques de s’émanciper de la notion de grandeur, c’est sans doute
qu’elles avaient accumulé quantité d’expériences et de résultats dont il ne semble pas que
I’enseignement de base puisse faire I’économie.

—C’est dans des situations mettant en jeu des grandeurs que tous les éleves pourront réinvestir les
connaissances acquises en mathématiques. Les mathématiques du citoyen sont celles qui interviennent
comme outils pour les grandeurs, celles qui permettent de modéliser efficacement des situations faisant
intervenir des grandeurs.

B. Les grandeurs et les programmes du college

Les problemes proposés et les situations étudiées sont souvent empruntés a la vie courante. Il y est
question de terrains et de cloture, de volumes de gaz ou de liquide, de vitesse, de débits, de mélanges...
Il y est aussi question de prix et de colits, de pourcentages et de I’application de pourcentages a des
grandeurs. Depuis 1’école, on est passé progressivement de situations de comparaison de grandeurs (qui
sont des abstractions a partir de caractéristiques d’objets de la vie courante), puis de mesurage, au
travail sur les mesures, c’est-a-dire sur les nombres. En effet, en mathématiques, on ne travaille pas sur
les grandeurs (c’est 1’objet d’autres disciplines, comme la physique, la technologie, les sciences de la
vie et de la Terre ou la géographie et I’économie par exemple), mais avec les grandeurs ou a partir
d’elles ; ici se situe 'interaction entre les mathématiques et les autres disciplines. Une exception :
longueurs, aires ou volumes sont des grandeurs appartenant au champ mathématique, tandis que la mise
en évidence de I’aspect multidimensionnel des deux dernieres correspond a un travail sur des
grandeurs. Le travail sur longueurs et aires est indispensable pour présenter aux éleves les nombres non
entiers et les opérations étudiés au college.

Les éleves ont eu ’occasion de prendre conscience petit a petit, au long du college, de la nature de
Pactivit¢é mathématique et des mathématiques, en particulier avec la construction de modeles de
certaines situations, notamment celles de la proportionnalité. Ils acquierent également des techniques
élémentaires de traitement et de résolution, qui ont des utilisations tres diverses au quotidien, dans les
autres disciplines et dans la vie du citoyen.

Lors de ces traitements, on opere parfois sur une seule grandeur, parfois on privilégie la relation entre
des grandeurs. Un probleme peut concerner des grandeurs de méme nature, voire une seule grandeur,
ou des grandeurs de natures différentes ; ces caractéristiques, ainsi que la nature des relations entre les
grandeurs en cause, induisent une difficulté plus ou moins grande lors de la résolution et déterminent



souvent le choix de telle ou telle procédure par les €éleves. On a ainsi I’occasion de travailler avec des
grandeurs et des unités de différents types ; il peut s’agir de grandeurs « simples » (objets de mesures
directes) et unités « simples », de grandeurs et unités produits (passagers X km, kWh,...), quotients
(m/s, km/h, ...), ou encore de grandeurs et unités « composées » (m3 X s’l, ...). Cependant, certains
traitements conduisent a utiliser des nombres sans dimension ; ils correspondent a des relations de type
échelle, agrandissement, pourcentage, fréquence... et concernent une seule grandeur ou des grandeurs
de méme nature.

Quant a la modélisation d’une situation de la vie courante, par exemple par un systeme d’équations
(dans R des la classe de 4°, ou R en classe de 3°), elle correspond au passage du cadre des grandeurs
au cadre numérique. Ce type de passage, ainsi que le retour au cadre et a la situation de départ,
présentent des difficultés importantes pour les éleves, difficultés que la diversité et le choix des
situations proposées, la diversité aussi des procédures mises en ceuvre, aident a surmonter
progressivement.

En mathématiques, on travaille non dans le domaine des grandeurs mais dans celui des nombres.
L’activité pratique de mesurage en physique ou technologie est inséparable de la notion d’erreur ; elle
est distincte de celle d’attribution d’'une mesure exacte. La distinction entre « mesure exacte » (qui est
telle parce que la grandeur est discreéte ou parce qu’on en a décidé ainsi) et « mesure approchée » est
une question tres difficile ; le travail mené en mathématiques au long du college sur calcul exact et
calcul approché peut en favoriser I’approche ; le programme de la classe de 3° en offre une nouvelle

occasion avec le travail suggéré sur le nombre \/5
Il s’agit bien la d’initiation a la démarche scientifique.

[Les nombres au college] Dans quelles situations les nombres considérés peuvent-ils étre utilisés, pour
exprimer des mesures, pour se repérer sur une droite, dans le plan ou sur une sphere ou encore pour
résoudre des problemes portant notamment sur des grandeurs ? // Leur usage [des nombres entiers
naturels] essentiel réside dans le traitement de situations faisant intervenir des quantités discretes, puis
celles qui concernent des grandeurs au fur et & mesure de leur introduction : longueurs, masses, prix,
durées, contenances et aires // Leur usage et leur intérét [des nombres décimaux positifs] résident d’une
part dans la possibilité nouvelle qu’ils offrent pour exprimer la mesure des grandeurs, d’autre part de
repérer davantage de points de la demi-droite graduée. // Les grandeurs travaillées au college
permettent d’approfondir la compréhension des écritures des nombres décimaux. // Considérons deux
exemples, celui des aires et celui des durées et la question d’exprimer une méme grandeur avec une
seule unité ou avec deux unités. // Les nombres négatifs (entiers, décimaux ou fractionnaires) sont
désormais abordés a partir de la classe de cinquieme. IIs posent des difficultés spécifiques aux éleves.
D’une part, pour la premiere fois, ils sont confrontés a des nombres qui n’expriment pas des quantités
ou des grandeurs (en dehors des dettes et des créances), ce qui constitue une rupture importante avec
les nombres manipulés jusque 13. / [Du numérique au littéral] A 1’école élémentaire et au début du
college, la lettre est utilisée comme symbole d’unité (h, m...), pour désigner un objet précis (un point
A, le nombre 7...), pour désigner une grandeur ou une mesure dans une formule. / A I’école
élémentaire, 1’éleve n’opere que sur des nombres ou des grandeurs en mettant en ceuvre un
raisonnement arithmétique dans lequel il progresse du connu vers I’inconnu // La résolution algébrique
d’un probleme se caractérise par... une phase de mise en équation qui nécessite de repérer une
grandeur qui va pouvoir s’exprimer de deux facons différentes. Dans 1’exemple d’« Alice et Bertrand »,
cette grandeur est le nombre qu’obtiennent Alice et Bertrand sur leur calculatrice au terme du calcul. //
Utilisation de formules pour... déterminer une grandeur dépendant d’autres grandeurs // Utilisation
d’'un symbole ou d’une lettre pour désigner une grandeur variable dans une formule //
[Proportionnalité] La proportionnalité peut étre envisagée dans trois cadres différents, qui souvent
peuvent étre mis en interaction (passage d’un cadre a I’autre pour résoudre un probleme, par exemple) :
[1]le cadre des grandeurs : c’est celui dans lequel se rencontrent le plus souvent les situations de
proportionnalité, mettant en relation deux grandeurs (masse et prix, masse et longueur dans le cas de
I’allongement d’un ressort, longueurs dans le cas du périmetre du cercle en fonction de son rayon,
longueur et aire dans le cas de triangles de méme base et de hauteur variable, distance et durée dans le
cas d’un mouvement uniforme...) [2] - le cadre numérique... [3] le cadre graphique : représentation de
la relation entre les grandeurs ou entre les nombres // Dans le cadre des grandeurs, la proportionnalité



peut étre mise en évidence de plusieurs manieres différentes qui dépendent notamment des contextes
utilisés // dans d’autres cas, la reconnaissance d’une relation de proportionnalité entre grandeurs releve
d’une expérimentation (notamment en physique)... // Les éleves peuvent étre confrontés a différents
types de questions : ... passer du cadre des grandeurs ou du cadre numérique au cadre graphique et
inversement. // [4°] A partir du travail sur I’égalité de quotients, la procédure appelée « produit en
croix » peut maintenant étre justifiée et donc utilisée. Son usage ne doit cependant pas étre systématisé.
Elle est difficile a interpréter du point de vue des grandeurs. // Les problemes de changement d’unités
dans le cas de grandeurs quotients (vitesse, débit, change...) peuvent étre traités en utilisant le calcul
sur les grandeurs ou en utilisant la proportionnalité. // [3°] Les problémes de changement d’unités dans
la cas de grandeurs quotients (vitesse, débit, change...) ou de grandeurs produits peuvent étre traités en
utilisant le calcul sur les grandeurs ou en utilisant la proportionnalité. / changements d’unités sur des
grandeurs produits ou des grandeurs quotients. // Le travail sur la proportionnalité, et plus largement
sur I'étude de relations entre grandeurs ou données numériques, a permis d'utiliser des formules... //
Le passage des grandeurs aux mesures permet justement une telle formalisation, et c’est alors que le
modele unique de la fonction linéaire trouve sa légitimité. // La notation f{x) est donc introduite..., ce
que le travail fait dans les classes antérieures dans le cadre des grandeurs avec des expressions telles
que p. de 7,5 kg, puis p(7,5 kg) = 26 €, facilite grandement. // ... successivement, au college, les
lettres ont ainsi été utilisées de facon « expressive » en référence a des grandeurs (comme dans la
formule de l'aire du rectangle), pour désigner des inconnues (dans les équations), des valeurs
indéterminées (dans les identités remarquables, par exemple) et enfin; des variables (dans le langage
des fonctions). // [Articulation école-colleége] Au cycle des approfondissements, comme au college, la
résolution de probleéme permet la construction et I’appropriation de nouvelles connaissances et favorise
la compréhension des notions et des techniques. Le programme du cycle 3 précise : « La résolution de
problemes est au centre des activités mathématiques et permet de donner leur signification a toutes les
connaissances qui y sont travaillées : nombres entiers et décimaux, calcul avec ces nombres, approche
des fractions, objets du plan et ’espace et certaines de leurs propriétés, mesure de quelques
grandeurs ». Le domaine numérique n’est donc pas le seul concerné. // A 1’école primaire... le
coefficient de proportionnalité est également utilisé, en particulier dans le cas ol est mise en jeu une
relation entre grandeurs de méme nature : mélanges (cing fois plus d’eau que de sirop), agrandissement
ou réduction de figures et échelles (les dimensions sur le papier sont cent fois plus petites que dans la
réalité). // Dans le prolongement du travail effectué a 1’école primaire, comprendre que les décimaux

. . 2 ~ . RN
sont un bon outil pour mesurer des grandeurs... // Ainsi la somme 2 + 3 peut étre traitée... en sixieme,

en référence a la fraction partage et aux grandeurs (« 2 c’est 2 unités ; dans une unité il y a 3 tiers donc

p . . . . . . 6 ,2_8
2 unités c’est 6 tiers ; 6 tiers plus 2 tiers, c’est 8 tiers » ; ce qui se traduit par 3 + 3 = 5) /1 2.6
Grandeurs et mesures // Le nouveau programme de 1’école primaire insiste sur la nécessité de travailler
la compréhension des grandeurs... // La notion d’aire est en cours de construction a la fin de I’école
élémentaire, le travail visant d’abord la maitrise de la grandeur (distinction entre aire et périmetre). Les
éleves sont aussi entrainés a déterminer des aires par pavage et dénombrement, sans que 1’unité d’aire
soit forcément un carré. // La construction des connaissances relatives au volume relevent du
collége (construction de la grandeur, maitrise des unités et des calculs de volumes).



2. L’oubli du concept de grandeur : symptomes

Des formulations fautives

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

« Dites, pour chacun des dessins ci-dessous, quelle fraction du cercle a été peinte en rouge »
« Quelle fraction de tarte reste-t-il ? Quelle fraction de tarte a-t-on déja mangée ? »

«L’aire d’un champ est de 6394 m”>. On vend les 3/4 du champ . Quelle est I’aire de la partie

vendue ? »

Pourquoi fautives ?

| |
é Un brocanteur avait acheté un meuble 380 F. Il le revend et son bénéfice est les 2/5 du prix d’achat . :
| |

i Quel a été, en francs, son bénéfice ? Quel a été le prix de vente ?



3. Revenir au concept de grandeur

Autrefois...

l. — PARTIE ALIQUOTE D'UNE QRANDEUR

103. — Grandeurs divisibles ou continues. — 11
existe, parmi les grandeurs, certaines d’entre elles qui peu-
vent étre divisées, au moins par la pensée, en un nombre
absolument quelconque de parties égales, par exemple : la
longueur d’une piéce de ruban, la surface d'un champ, la
quantité de vin contenue dans un tonneau, etc.

De telles grandeurs sont dites divisibles ou continues.

104. — Définition : Une grandeur continue est dite une
partie aliquote d'une autre grandeur de méme espéce, si la
premiére grandeur est contenue un nombre entier de fois
dans la seconde. ‘

Dans la figure 10, la longueur CD, contenue 3 fois dans
AB, est une partie aliquote de AB.

On dit aussi que AB est un muitinle ‘A : B
de CD :
AB = 3CD ?5"' D
Fig. 10.

On dit encore que le nombre en-
« tier 3mesure la longueur AB quand on prend CD pour unité.

... et naguere

vocabulaire approprié :

pour une feuille de papier : la longueur de son bord, ou périmetre, et ’aire de sa surface ; on suit ;

le bord du bout du doigt, on balaie la surface de la paume de la main ;

pour une portion de route, sa longueur s’il s’agit de la parcourir, son aire s’il s’agit de la |

goudronner, [...] sa pente s’il s’agit d’y faire passer de lourds convois [...]. »

« “Ce récipient est plus grand que cet autre” : s’agit-il de sa hauteur, de sa plus grande dimension ;

horizontale, de son volume intérieur ou capacité, de son volume extérieur ?

“La planete Saturne est grosse comme 95 Terres” : s’agit-il de volumes, de diametres, de masses ? »

« Le diametre équatorial de Saturne, anneaux exclus, est 9,4 fois celui de la Terre : son volume est 745 i
fois celui de la Terre (et non 9,4° [= 831], car elle est sensiblement plus aplatie que la Terre). Sa masse |

est 95 fois celle de la Terre. Les mots “grosse comme” signifiaient donc : “lourde comme”. »

« A propos d’un méme objet, plusieurs grandeurs peuvent étre envisagées. Le type de manipulation 2 |
laquelle on soumet cet objet permet de préciser la grandeur dont il s’agit, ce qui conduit a un ;



4. Vers une théorie des grandeurs

Le point de départ

1) Un ensemble d’objets : X # I
2) Une « mesure » : L : X — R,
3) Une relation d’équivalence : x ~, y & W(x) = u(y)

4) Des classes d’équivalence, les « grandeurs » : X = u_l(u(x)) ={ye X/ Wy =pnx)}

5) Une mesure sur les « grandeurs » : (W(X) = W(x).

6) L’ensemble des grandeurs : G(X, W) = X/~, = { ¥/ xe X }.

Intermede : questions de vocabulaire

Francais 1 Francais 2
Espece ou type de Grandeur
grandeur
Grandeur Quantité
Anglais Espagnol
Magnitude Magnitude
Quantity Cantidad

« Quantité » dans les futurs anciens programmes

| [4°] Mettre en ceuvre la proportionnalité dans des situations simples utilisant 2 la fois des pourcentages |
é et des quantités ou des effectifs. // Des situations issues de la vie courante ou des autres disciplines :
i demandent de mettre en ceuvre a la fois un coefficient de proportionnalité, sous forme de pourcentage |
5 ou d’indice, et des quantités ou des effectifs. / [Acc. du cycle central] Dans les deux cas, les allers et :
i retours entre la mesure brute des quantités et les mesures relatives, sous forme de rapports, ont un i
\ caractere hautement formateur. :



Une relation de pré-ordre et une addition

1) Une relation de pré-ordre total < sur X associée a la relation d’équivalence ~ : relation transitive
telle que, pour tous x, y, un et un seul des trois énoncés est vrai : x <y, y < x, X ~ y.

2) Une opération binaire @ sur X telle que

a) x@y est défini si, et seulement si, x # y ;

b) si x #y, alors x®@y ~ y®x, et si, de plus, x #z et y ~ z, alors x®y ~ x®z ;
c) si (x@y)®z et x®(yDz) sont définis, alors (x®y)Dz ~ xD(yDz).

3) Des conditions unissant ~, < et @ :

a) six#y, alors x < x®y ;

b) si x < z, alors il existe y # x tel que x®y ~ z;

¢) pour tout x € X et tout entier n € N*, il existe yy, ..., y, tels que y; ~ ... ~ y,, yi® ... @y, est défini et
X ~yD...®Oy,.

Le passagede X a G

(X, ~, <, ®) donne sur G = X/~

1) un ordre total : on pose X < ¥ s’il existe x’ € X ety’ € y tel que x’ <y’ (cette derniere inégalité est
alors vraie pour tout x’ € X et touty’ € y) ;

2) une addition : on définit la somme par 'égalit€¢ ¥+ = {ze€ X/3Ix € X,y € jtel que z ~ X’ ®y’}
(on vérifiera que I’addition est alors bien définie) ;

3) une soustraction : X — y est I’'unique élément de G tel que y + (X —y) =X ;

4) une division par n € N* : on pose%: Jouy~y;~...~y,avec x ~ y®...®y,.

Une premiere axiomatique

Pour tout g € G, on pose en outre 1g = g. On a alors le résultat suivant : pour g, g1, g2, g3 € G,
GR1. un et un seul des énoncés g < g2, g1 = g2, g1 > g est vrai ;

GR2.Sig < gretg,<gsalors g1 <g3;

GR3.g1+g2=g+g1;

GR4. (g1 +g)+g3=g1+(82+83);

GR5.g1<g1+ &

GR6. Si g; < g; alors il existe une unique grandeur 1€ Gtelleque g, +h=g5;

GR7. Pour tout n € N*, il existe une unique grandeur i € G telle que g = nh.
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La grandeur nulle : deuxiéme axiomatique

—Pourtoutge G,onag>0setOs+g=g+0s=¢g.

—(G", <, +,0g), o0 G\[05} =G = D.

Ona:

GR1. un et un seul des énoncés g < g2, g1 = g2, g1 > g2 est vrai ;
GR2.sig;<gretgr<gsalors g1 <g3;

GR3.g1+g2=8+81;

GR4. (g1 +8) +8g3=81+(82+83);

GRS5.sigo#0galors g1 < g1+ g2

GR6. si g < g il existe une [unique] grandeur 4 telle que g, + h = g> ;
GR7. pour tout n € N* il existe une [unique] grandeur £ telle que g = nh ;

GR8.si g #0galorsOg<getOs+g=g+0s=g.

Propriétés 1

1) Slgl < g, alors g1 +h<g2+h.
2) Si g+ hy =g + hy, alors hy= hy.
3)Sigi<greth; < hy, alors gy + hy < g, + hy.

Propriétés 2

Pour tout g € G, on pose : 0g =0 ; on a alors :
4) Si g # 0g, et si n € N* alors ng # Og.

5) Si g < h, et sin e N* alors ng < nh.

6) Soit g # 0g, et n, p € N. Si n < p alors ng < pg.
7) L’ensemble G" est infini.

8) Soit g # 0g, et n, p € N. Si ng = pg (resp., ng < pg) alors n = p (resp., n < p).
9) Soitn e N* n> 1. SigiOGalorSOG<%g<g.

10) L’ensemble G n’a pas de plus petit élément.

11) Soitn, p € N* et g # 0. Si%gzig alors n = p.

12) Soitn,pe N*,me Netg, he G'. Ona:

1 1)L NP AN (0 D A e
n(mg)—m(ng),n(g+h)—ng+nh,n(pg)—p(ng)—npg-

13) Soitne N*etg, he G". Sig<halors%g<%h.

14) Soitn, p € N*etg;tOg.Ona:n<p(:)%g>ég.
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Peut-on définir une mesure p sur X...

Définir i : X — R,, de facon « unique », tel que
1) la relation d’équivalence définie par L sur X est identique a ~ : (W(x) = Wy) & x ~y;
2) la relation de pré-ordre définie par | sur X est identique a < : lW(x) < W(y) & x <y ;

3) I’application W est un morphisme de (X, @) dans (R., +) : u(x®y) = n(x)+u(y).

... ou, plutét, sur G = X/~

Une application L : G = X/~ — R, telle que 1) p(g) < wh) & g <h;2) wg+ h) = u(g) + uh)

... et méme sur G" = GU{0g}

Une application W : G" > R, telle que ) Wg) <wh) = g<h;2) g+ h) =g + wh)

= pour tout g # Og, W(g) >0

Unicité & existence de i : G* - R,

1) Unicité (a un facteur multiplicatif pres) : ...
2) Existence : on ajoute I’axiome d’Archimede :

GRO. Si h # 0, pour tout g € G" il existe n € N* tel que nh > g.

Existence : esquisse de démonstration

Soit u € G grandeur prise pour unité,a € N*, a > 2.

Pour tout g € G et tout n € N*, il existe k, € N* unique tel que % usg< % u.
_ Si pu(g) est défini, ’;— < g) < ka—”
—Sip,(g) n’a pas été défini, on pose W, (g) = lim —

n—oo d

Conclusion 1

Soit (G#, <, +, 0g) une espece de grandeurs.

Le choix d’une grandeur u € G prise pour unité définit de facon unique une mesure W, : G* — R,.
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Produit d’une grandeur par un réel

Soit r € R\Q; et g € G et soit (r,),>1 une suite strictement croissante de rationnels ayant pour limite r.
Alors la suite (7,2),>1 est strictement croissante et majorée dans G
Si (7,8)s>1 @ une borne supérieure g, dans G#, alors r,(g) = W.(g,)-

On pose donc rg = g,. (Si r =0 ou g= 0Og, on pose en outre rg = Og, ce qui respecte 1’égalité
précédente.)

Un ultime axiome !

On introduit donc un nouvel axiome, plus fort que I’axiome GR9 (Archimede) a la place de celui-ci —
I’axiome de la borne supérieure :

GRY. Toute partie de G* non vide et majorée a une borne supérieure.

L’axiomatique finale

On appelle désormais espéce ou type de grandeurs toute structure (G#, <, +, 0g), ou G#\{OG} =G#Q,
qui vérifie les axiomes ci-apres :

GR1. un et un seul des énoncés g < g2, g1 = g2, &1 > g2 est vrai
GR2.sig;<gretgr<gsalors g1 <g3;

GR3. g1+g=g+¢g1;

GR4. (g1 +82) +83=81 +(82+83);

GRS. si go#0galors g1 < g1+ g2;

GR6. si g < g» il existe une unique grandeur A telleque g, +h=gs ;
GR7. pour tout n € N* il existe une unique grandeur /% telle que g = nh ;
GR8.sig#0galorsOg<getOs+g=g+0s=g;

GRY. toute partie de G* non vide et majorée a une borne supérieure.

Conclusion 2

1) Muni de la multiplication externe sur le demi-corps des réels positifs R,, de 1’addition et de 1’ordre,
G" a une structure de demi-droite vectorielle ordonnée.

2) Une mesure L est un isomorphisme entre les demi-droites vectorielles ordonnées G" et R..
3) Pour tout choix d’une unité u € G, on obtient un tel isomorphisme L.

—Sir=p,g),onap(g) =r=rwu) =W (ru), et donc g = ru : r est ainsi la coordonnée de g dans la
base {u}.

— En particulier on a G'=uR,
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5. Changer d’unité avec des grandeurs de méme type

Formule de changement d’unité

1) Soitve Getk=W,(v):v=ku.Pourtout g € G, g=ru= i (ku) = i v : en d’autres termes, si I’unité
choisie est k fois plus grande, la mesure est & fois plus petite.
2)Siv=rku (ke Rj.) alors W, = %uu. Par exemple, si G” est I'espece des longueurs L (y compris la

longueur nulle), si ¥ = mm et v = A,onak=10" et donc Ua = 107 Wmm : 1a mesure en angstroms d’une
longueur est dix millions de fois plus grande que sa mesure en millimetres.

Des notations communes mais extravagantes !

Au tableau, dans une classe de 6°, exercice de changement d’unité en matiere de durées :

1 1
= 30 min Z=15mn g=12mn

b | —

Rectificatifs...

1) Le symbole de la minute est min et non mn.

1 . N R . . .
2) 5 est un nombre, un scalaire, appartenant a 1’espéce R, des grandeurs sans dimension, tandis que

30 min est une durée, un vecteur appartenant au demi-espace vectoriel des durées, soit, en unités SI,

sR..

Changement d’unité, changement de base

1) A condition de choisir une unité de temps et de s’y tenir, on peut identifier les durées a R, : « une
durée de % » doit étre entendu alors comme « une durée de % u », ou u est I’'unité (h, min, s, etc.) choisie
« une fois pour toutes...

2) Dans I’épisode observé, le probleme posé aux éleves est un probleme de changement de base :

— étant donné deux durées u et ” non nulles, telles que u =k u’ (ou k € IR:J';), passer de I'unité u a l'unité
u’, c’est, dans le langage de 1’algebre linéaire, passer de labase { u } alabase { u’ } ;

—la durée qui a pour coordonnée 1/5 (= 0,2) dans la base { h } a ainsi pour coordonnée 12 dans la base

{min} :%h =12 min.
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Changer d’unité ?

h=1h =60 min
U

1 1
h :5(60 min) = (gx 60) min = 12 min ;

11 11 11
Eh:g(60min):(ﬁx 60) min = 44 min ;

etc.

km=1000 m & m =100 cm
Y

7 7 7 7 7
=7000 000 K™ =To00 000 (1000 m) =560 M =Togp (100 cm) =75 em = 0,7 cm.
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6. Calculer sur les grandeurs

Additionner des carottes et des navets ?

1) Schaum’s Outline of Theory and Problems of College Physics (McGraw-Hill Book Company, New
York, 1" edition 1936, 6™ edition 1961, p. 37):

MATHEMATICAL OPERATIONS WITH UNITS. In every mathematical operation the unit terms
(e. g., Ib, cm, ft3, mi/hr, m/secz) must be carried along with the number and must undergo the same
mathematical operations as the numbers. Is is as foolish to separate the number of a measure from its
unit as it is to separate the laboratories reagent bottles from their labels. The unit is a necessary part of
the quantity, as is x in 2x.

2) Schaum’s Outline of Theory and Problems of College Physics (McGraw-Hill Book Company, New
York, 1 edition 1936, 6™ edition 1961, p. 37-38):

Quantities cannot be added or subtracted directly unless they have the same units as well as the same
dimensions. For example, if we are to add algebraically 5 in. (Iength) with 8 cm (length), we must first
convert in. to cm or cm to in. However any number of quantities can be combined in multiplication or
division, in which the units as well as the numbers obey the algebraic laws of squaring, cancellation,
etc. Thus:

(1)6m*+2m*=8m’
(2)5cmx 2 cm” = 10 cm?

(3) 2 m® x 1500 kg/m’ = 3000 kg
(4) 2 sec x 3 ft/sec’ = 6 ft/sec

5) 2L - 5 o

3 g/lem

Des bouts de carottes et des bouts de carottes, si !

1) Il n’y a aucune raison de ne pas écrire

5dm+8cm
ou (méme...) : 5in+ 8 cm.
2) Si on admet que in = 2,54 cm on a par exemple

S5in+8cm=5 (2,54 cm)+8cm=12,7 cm.
3) L’écriture « classique »
3h26 min 17 s
n’est qu’une autre maniere d’écrire
3h+26min+17s

Ici, on respecte usuellement la régle selon laquelle dans un résultat

xh+ymin+zs

on ay min < h et z s < min (forme canonique).
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Intermede : quelles mathématiques ?

1) Les mathématiques évoquées jusqu’ici relevent de trois niveaux différents :

— les mathématiques a enseigner ;

— les mathématiques pour ’enseignant ;

— les mathématiques pour ’enseignement.

2) Les mathématiques pour I’enseignant sont celles qu’il convient de connaitre pour s’engager dans
I’enseignement de mathématiques a enseigner (lesquelles sont désignées comme telles par les

programmes), puis pour identifier les mathématiques pour I’enseignement qui permettront d’enseigner
effectivement ce qui est désigné comme tel.

3) Pour I’essentiel, les mathématiques travaillées en vue du concours de recrutement sont d’abord (ou
devraient étre d’abord) des mathématiques pour I’enseignant.

4) Les « mathématiques des grandeurs » évoquées ci-dessus, relevent de ce niveau : on doit donc
regretter aujourd’hui leur absence des programmes et des épreuves des concours de recrutement.

5) Il en est a plus forte raison ainsi s’agissant des mathématiques nécessaires — dans lesquelles on
n’entrera pas ici — pour justifier rigoureusement par une construction appropriée les calculs avec unités
mentionné (avec des exemples) dans le livre de Daniel Schaum cité plus haut...

Hommage a Hassler Whitney (1907-1989)

son travail :
“John ran a quarter of a mile in two and a quarter minutes. What was his average speed, in ft per sec ?”
3) Ici, on a simplement :

_ 025mi _ 0255280 ft
T225min . 22560

=978 fts\.

v =9,78 ft
S

4) A propos de I'usage de « laisser tomber » les unités, Whitney écrit (art. cit., p. 251) :

In elementary work, it is very doubtful if units should be omitted, especially if units are to be changed. |
For instance, let us give the answer in the problem of John’s race [...] as follows : “John ran the :

. 1. . 1. . . . . !
distance 7 in the time 2 > in terms of miles and minutes ; his average speed was 88 in terms of feet and |

9 ’

seconds.” The student will find it conceptually difficult to understand this, and more so to derive it. :
How does he remember in which direction the formulas for changing units work ? Keeping in the units, i

all such difficulties disappear.
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Technique abstraite, technique concrete

1) Un manuel de 3° (1999) : la technique abstraite

Convertir les unités de grandeurs composées

Méthode Convertir successivement
les unités des deux grandeurs

Exemple : Convertir 1,25 g/cm’ en kg/m’

Réponse :

On convertit I'unité de masse : 1,25 g=0,00125g¢g
donc 1,25 g/em’ = 0,001 25 kg/cm’.

On convertit I’unité de volume : 1 m® = 1 000 000 cm’.

0,001 25 x 1 000 000 = 1 250

donc 0,001 25 kg/em’® = 1 250 kg/m’.

On conclut : 1,25 g/em’® = 1 250 kg/m’.

2) La technique concrete :

125¢ 125(10°ke) 125x 107k
1.25 glem’ = =22 = (1(572m)3g)= T = 1250 kg/m’.

Le sens plutot que le rite (1)

1) Le probleme :

« Un réservoir parallélépipédique a 0,6 m de longueur, 10 cm de largeur, et 50 mm de profondeur.
Quelle est, en litres, sa capacité ? (On prendra : 1 litre = 1 dm3.) »
2) Le corrigé d’un professeur de physique-chimie :

Convertir toutes les longueurs en dm.

L=0,6m=6dm

(=10cm=1dm

p=50mm=0,5 dm

Le volume est alors obtenu en dm” :

V=Lx/xp

V=6x1x05=3dm’=3/

3) Technique concrete : V=L X /X p=0,6 m X 10 cm X 50 mm.

—unité de volume @ =mxcmxmm: V=3000® ;

— unité de volume dm’ : V = 0,6 m x 10 cm x 50 mm = 0,6 (10 dm) x 10 (10”" dm) x 50 (10> dm)
=6dmXx1dm x0,5dm =3 dm3 =3 litres.

Le sens plutot que le rite (2)

1) Le probleme :

« Un barreau d’acier de section constante et de 4 dm de longueur pese 2,85 kg. Déterminer sa masse
linéique en g/cm. »

m 2.85kg _2.85(10008) 285,/ _ 71 25 gfem.

2) Technique concrete : L= 4 dm 4 (10 em) 4
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Ailleurs : I’exemple de I’Espagne

1) Un manuel espagnol pour la classe de 3°

Problema
En el manual técnico de un coche de importacion se indica que el consumo del motor es 3%2 galones
cada 100 millas. Expresar dicho consumo en litros cada 100 km.

Procedimiento de resolucion

Teniendo en cuenta las equivalencias 1 gal = 3,781, 1 mi = 1,61 km, resulta que, al sustituir las
unidades por sus equivalentes, se obtiene

c _35gal  _35x(378D  3.5x3.78
OMSUMO =100 mi = 100 x (1,61 km) = 1,61

% 1/100 km = 8,22 1/100 km.

2) Un manuel espagnol pour le bac pro (1986) :

Un automdvil empieza a subir une cuesta recta a 72 km/h y llega a la parte mas alta a 36 km/h habiendo
disminuido uniformemente la velocidad.

a) Hallar la longitud de la cuesta si tard6 4 minutos en subirla.

b) ...

Expresamos, en primer lugar, las velocidades en m/s:

_72km_72000m_, m _36km_36000m_ . m
Y="h 736005 s V'T T h T 36005 s

102202 _1oZ
V=V S S S

S _ _ _ m
a) Calculamos la aceleracion: a = r T 4605 =405 =~ 0,04 &

Determinada la aceleracion, calculamos la distancia recorrida en 4 minutos, o sea, la longitud de la
cuesta:

S = vl + % ar’=2071240's - % 0.0472407 5* = (4800 - 1152) m = 3 648 m.
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