Ostensifs et non-ostensifs dans I'activité mathémgue

par Yves Chevallard
(IUFM et IREM d’Aix-Marseille)

N.B. Les formulations ci-aprés demanderaient d'@&sglommentaires pour en justifier le contenu gtréuiser
la signification. La forme de résumé donnée a gatisentation ne permettra pas, cependant, déagatisur ces
deux points la légitime curiosité du lecteur.

1. Concepts de base

1.1. On présente dans ce qui suit un certain nomérpostulats d’'un modele de l'activité
humaine.

a) Touteactivitéhumaine se laisse décomposer en un certain norabéeltes

b) Concrétement, une tache d’'type donné (ouvrir la porte, se laver les dents, moater
escalier, résoudre une équation du second deglimrér une axiomatique de la géométrie du
plan, donner une lecon d’orthographe, etc.) seeptésdes lors qu’elle estutiniere pour le
sujet qui 'accomplit, comme la mise en ceuvre d'tgohniquedéterminée.

c) Pour étre viable, une technique doit apparaitremecompréhensible et justifiabl€ette
double fonction est prise en charge par un « discouspécifique, laechnologiede la
technique.

d) A son tour, la technologie d’une technique dendéit apparaitre comme compréhensible
et justifiable : on appellthéoriela technologie d’une technologie.

1.2. La hiérarchie technique-technologie-théortaaative au type de tache considéré. Ainsi,
I'élaboration d’une technologie (ou d’une théorg)ppose elle-méme une technique, etc.
L’arrét au niveau de la théorie de ce qui se ptésepriori comme une régression a l'infini
apparait comme umonné du fonctionnement des institutions : étant donmé& wache
quelconque accomplie dans une institution détereim& questionnement a propos de la
technique correspondante s’épuise avec le nivealadidéorie, lui-méme fréquemment
« évanouissant ».

1.3. L'exemple suivant illustrera les postulatslessus.

a) Dans une classe de mathématiques, la tache stamisia démontrer ['égalité

+ " C .
1+2+3+..4 =mn2—1) peut étre accomplie a I'aide detéechniqueconnue sous le nom
de « raisonnement par récurrence » :

Posonss,=1+2+3+...H.0na:S =1etdons =ﬂ%)_ Supposons alors g = ngn2+ 1) ot
montrons queSy; = MZMLZ) Ona:Su=S+n0+0 =M%l) f )= @+ I)@Jr%)
:Kugﬂ- Par suites, :m”;_l) pour toutn > 1.

b) Unetechnologieclassique de cette technique est fournie par IFassesuivante :
SoitSON. Sio0dSetsionandS=n+10S alorsS=N.



c) La justification de cette assertion, c’est-&dathéorie de la technique considérée, peut
consister en une axiomatique bleincluant l'assertion indiquée titre d’axiome (tel fut
autrefois le choix de G. Pean@ugmentéede considérations sur « I'évidence » de cette
assertion (semblables a celles développées unipetgpd par H. Poincaré dans son lilzee
scienceet’hypothésg.

d) Mais la théorie peut aussi consisteféanontrer’assertion technologique indiquée, a partir
de I'’énoncéhéoriquesuivant :

N est bien ordonné.e. toute partie non vide d¢ posséde un plus petit élément.

Dans ce cas, l'assertion technologique n’est plasaxiome (Peano), ou urprincipe
(Poincaré), mais unthéoréme La théorie inclut en outre une justification dénbncé
théorique mis en jeu (4 est bien ordonné »), énoncé qui sera supposé x@Enpie
« évident ».

e) D’autresthéories plus ambitieuses et repoussant plus loin la neneavec I'argument de
I'évidence, peuvent étre construites : c’est leazec la théorie des ensembles, dans le cadre
de laguelle 'axiome selon lequll est bien ordonné peut devenir a son touthéoréme et

ou I'on regardera alors comme évident I'énoncé en@bus « primitif » suivant : « il existe

un ensemble dont les éléments sont les entiersiv Pv HalmosNaive Set TheoryD. Van
Nostrand Company, Inc., Princeton).

2. Taches routiniéres, taches problématiques

2.1. On se place ici dans le cadre de la culturthénaatigue de I'enseignement secondaire
francais. Soit la tache consistant a résoudre (Bard®quation 4° + 11x — 3 = 0. A partir
d’'un certain niveau d’étude, cette tache peut &tgardée comme routiniére. On dispose en
effet d’'une technique, dont la mise en ceuvre cdnduau travail mathématique suivant :

Ona:4®+1x-3 =(2x+1—1)2—1—21——3x 16:(2x +1—1)2—@=(2x+1—1)2—l43;.
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oo+l 13 o~ 304
4 4 4

2.2. Considérons maintenant la tache suivante :
Résoudre dan&Z/16Z I'équation : 4° + 11x— 3 = 0.

La technique précédemment utilisée ne peut pluearas étre mise en ceuvre : la division par
4, qui est I'une des clés du travail mathématigiectié plus haut, devient impossible (4 n’a
pas d’inverse dans l'anne@@/16Z, puisque 4« 4 = 0 dans cet anneau) .La tache assignée
apparait alors comnproblématique

2.3. Pour faire que cette tache cesse d’étre prwilque, il convient alors de créane
technique(avec son environnement technologico-théorique) pguimette d’accomplir des
taches de ce type.

a) On peut pour cela tenter de mettre en ceuvigel'miivante : en multipliant par 4 I'équation
on obtient une équation gwemier degréa priori plus simple. On a :



4% + 11X — 3= 0= 44x— 12 = 0= 1X—12=0- 12— 1) = 0.

On est ainsi ramené a résoudre dai$6Z I'équation 1% = 0, ce qu’'on peut envisager de
faire par vérification exhaustive. On a:

120=0;121#20;122#0;123#0:;124=0;128#0 ;12620 ; 127 # 0 ;
128=0;128#0; 121020 ;121120 ;1212=0; 1213# 0 ; 1414# 0 ; 1215+ 0.

Il vient donc :SO {1, 5, 9, 13 }. Le cardinal de I'ensemble desusioinsa priori possibles a
été ainsi réeduitde 16 a4.On a:

pourx=1,4¢ + 11x—3=12#£0;
pourx="5,4¢ + 1x—3=820;
pourx=19,4¢+ 11x—3=420;
pourx = 13, 44+ 11x— 3 = 0.

FinalementS={13}.

b) La technique (ou plutdt la prototechnique) quieége dans le travail réalisé est encore tres
primitive. La seconde étape, notamment, soit laluéi®n de 1% = 0, recourt a une technique
des plus rudimentaires, que I'on peut songer aiareél On peut par exemple observer que,
pour quey soit solution, il faut et il suffit qug soit divisible par 4. Cette observation conduit
immeédiatement aux solutiony = 0, 4, 8, 12, soit donc aux solutions possililesl, 5, 9, 13,
etc.

c) Mais la premiere étape elle-méme pose problesfie ne peut étre accomplie que lorsque
le coefficient dex’ est un diviseur de 0 dar&/16Z. La technique employée a ainsi une
portéetres limitée. Lorsque ce coefficient n’est pasdiniseur de 0, une autre « maniéere de
faire » doit étre inventée.

d) Plus largement encore, on peut vouloir dispdaamne technique permettant de résouadre
priori toute équation du second degré, non d&f6Z, mais dan@Z/nZ, oun est un entier
guelconque. On remarguera en ce point, toutefois,tqute technigue a nécessairement une
portée limitée. Ainsi la technique classique dekésn des équations du second degré dans
R échoue-t-elle pratiguement sur I'équation

1234567890¢ + 234567890k — 3456789012 = 0,
qui a pourtant deux racines réelles distinctesquas
A = 2345678907+ 4 x 1234567896« 3456789012 0.

2.4. Dans I'exemple précédent on a présenté uhaitpee (rudimentaire) dont la technologie
n'a pas été explicitée, et qui n'a guére besoin'@ee pour le lecteur ayant une certaine
culture mathématique : cette technique se compdélte-méme et se justifie d’elle-méme.
L’exemple suivant mettra I'accent, en sens cordrasur lebesoin de technologique peut
faire naitre la présentation d’'une technique. Ometdci le résultat suivant : si PGCHp) =

d, il existex ety 0 Z tels queax + by = d. Considérons alors la tdche consistant a trounver u
tel couple d’entiersx( y).

a) On présente sur un exemple une technique pconaair cette tache. Sot = 112 etb =
70 ; on pourra vérifier que PGCD(112, 70) = 14.&alors :



70_ 1 1 1 1 1

112 . .42 1 1 B
1+=—= 1+ 1+

70 +28 4,14 1+
22 21

1

Prenonx=2 ety =-3; il vient: 11 + 70y = 14.

b) La technique précédemment mise en ceuvre s’appgres rapidement. En la répétant sur
d’autres exemples, on peut vérifier qu’elle sentmlener a tout coup le résultat cherché. Mais
commenpeut-on s’assurer qu’il en est bien ainsi p&irquoij si c’est le cas, en est-il ainsi ?
C’est a ces questions que la technologie de Ianigeb (que nous ne présenterons pas ici)
devrait idéalement pouvoir répondre.

2.5. Lorsqu’on dispose d’une technique efficacepdeée suffisante, et bien maitrisée, pour
accomplir des taches d'un type donné, ces tacheergdentroutinieres Elles cesseront
méme d’étre regardées comme des taches lorsqaeioatinisation succéde I'étape de la
naturalisation (respirer, ou descendre un escalier, etc. nousrafgmaturel et nous ne
considérons plus, en général, I'activité correspobel comme une tache). Lorsque, en
revanche, aucune technique ne répondant aux syaditifis précédentes n’existe, la tache est
problématiqueet il convient alors deréer une technique

a) Telle est la situation dans laquelle se trovgkeve chaque jour. On notera ici que c’est,
non pas a I'éléve, ou aux éleves, qu'il revientdier des techniques, mais biela &lassey
inclus le professeur La production de techniques apparait ainsi comme une tache
coopérative alors que lamise en ceuvrées techniques produites est généralement a tgecha
de I'éleve travaillant en autonomie.

b) Soulignons encore qu’'une tache routiniere pewit ta coup apparaitre a nouveau
problématique, et donc imposer la création d’'urmhn@uenouvelle Il en va ainsi, dans la
vie quotidienne, lorsque, apres une blessure alj paus devons réinventer une technique de
marche. De méme, la tache consistant a calculdist@iminant d’une équation du second
degré est routiniére s'il s'agit d’équations & #tpe> coefficients (comme dans le cas o 4

+ 1Ix — 3 = 0); mais cette tache redevient problématitpi jour ou nous rencontrons
I’équation vue plus haut, pour laquelle on a :

A = 2345678904+ 4 x 1234567890 3456789012
3. Objets ostensifs, objets non ostensifs

3.1. Les développements précédents conduisented [aoguestion suivante : de quoi est faite
une technique donnée ? de quels «ingrédients sosgpose-t-elle ? Et encore : en quoi
consiste la « mise en ceuvre » d’'une technique ?

3.2. L’'observation de Il'activité humaine ameéne aoré@re en établissant une distinction
fondamentale entre deux types d’objets: les objstensifs d’'une part, les objetsion
ostensifsd’autre part.

a) On appelleostensifsles objets qui ont pour nous une formmatérielle sensible au
demeurant quelconque. Un objet matériel (un siyfocompas, etc.) est un ostensif. Mais il
en va de méme



— des gestes : nous parlerons d’ostemgduels

—des mots, et, plus généralement, du discoursis parlerons ici d’ostensifdiscursifs(ou
langagiers) ;

— des schémas, dessins, graphismes : on parleeas d’'ostensifgraphiques

— des écritures et formalismes : nous parlerons dlostensifscripturaux

Le propre des ostensifs, c’est de pouvoir @anipulés ce mot étant entendu en un sens
large : manipulation au sens strict (celle du canpa du stylo, par exemple), mais aussi bien
par la voix, le regard, etc.

b) Au contraire des ostensifs, lesn-ostensifs- soit ce que 'on nomme usuellemantions
concepts idées etc. — ne peuvent pas, a strictement parler, @@aipulés : ils peuvent
seulement étrévoquésa travers la manipulation d’ostensifs associ@asiApour pouvoir
dire que, pour résoudre I'équatioh2 10 « on prend le logarithme des deux membrds »,
convient que lenon-ostensifju’est le concept de logarithme existe, mais opewd le dire
que parce qud'ostensif (langagier) dogarithme» est disponible. Pour réaliser I'action
correspondante, en outre, il faudra disposer dssfescripturauxadéquats, qui permettront
par exempleal'écrire :

=10 In 2= 10< xIn 2 =In 10 x =110

In2
La technique de résolution des équations de ladaims b mise en ceuvre ici suppose ainsi, a
c6té d’'un certain nombre de non-ostensifs (condeptogarithme)un systeme d’ostensifs
articulés a ces non-ostensifs

3.3. Toute technigue suppose I'activation d'un ctaxe d’objets, les uns ostensifs (ils seront
manipulés), les autres non ostensifs (ils serong@®s). La manipulation des ostensifs est
réglée a l'aide notamment des non-ostensifs, etdeesiers, inversement, sont évoqués a
I'aide des ostensifs. Il y a ainsne dialectique nécessaire entre ostensifs et istenesifs

a) Le probleme de la construction, a la régle etanpas, de la bissectrice d'un angle ne peut
étre résolu, et ne peut épensé qu’a 'aide de ces ostensifsatérielsque sont encore, a un
niveau élémentaire d’instruction mathématique, & tégle » et « un compas », sans lesquels
les concepts de compas et de régle ne pourraigstéex

b) De la méme facon, le non-ostensif « produit eexdmatrices » ne peut exister (toujours a
un niveau €lémentaire) sans cet ostensif qu’egeteconsistant a mettre en relation une
ligne de la premiére matrice avec wwonnede la seconde :

[—21 ﬂ[—zl ‘;J:?

L’'un des ingrédients de la technique de multiplaaicomme il en va souvent en matiere de
calcul) est donc ici un certaigeste sans lequel cette technique n’existerait paser(lva de
méme, a un niveau plus humble encore, avec laitpohnlite des « produits en croix » dans
la comparaison des fractions.)

c) Les ostensifdgliscursifssont eux aussi essentiels. Avec les ostegsi$suelset graphiques
ils constituent le matériel le plus primitif de telactivité humaine. Dans I'exemple suivant on
a ainsi souligné (en italiqueertains ostensifs discursifs fondamentaux dans la tecteniqu



élémentaire traditionnelle pour résoudre des prob& de proportionnalité (simple et
directe) :

Probléme5 bonbons coltent 6 F. Combien codteront 7 bonBons

Solution.5 bonbons codtent 6 F. Donc 1 bonbon codteiSmoins soit 6 : 5 = 1,20 F ; et 7 bonbons
coltent 7ois plus soit 7x 1,20 = 8,40 F.

3.4. Une certaine visiondéaliste de I'activitt¢ humaine, et en particulier de |'adi
mathématique, conduit a «oublier » le rble de®rmsts. Cette vision courante améne a
regarder les non-ostensifs (®nceptde logarithme, par exemple) comme nécessaires et
essentiels, alors que les ostensifs rfzation In, par exemple) seraient contingents et
inessentiels.

a) A cela s’oppose une visiomatérialiste qui rappelle que l'activité mathématique est,
comme toute activité humaine, une activitatérielle et que les non-ostensifs ne sauraient
exister sans les ostensifs, non plus d'ailleursapu-ci sans ceux-la.

b) Ce changement de regard sur l'activité mathé&matia des conséquences immédiates,
comme le montre I'exemple suivant. Le signe d’églénuce, =, est aujourd’hui banni de
I'enseignement secondaire frangais jusqu’a un nivegativement éleve, au motif que les
élevesne comprendraient pas la notion d’équivalerateseraient donc conduits a utiliser ce
symbolesans le comprendré.'idée sous-jacente est ici qu’il convient d’abbate comprendre

(« abstraitement ») lanotion d’équivalence avant d'utiliser (« concrétementle) signe
d’équivalence. A l'inverse, on peut soutenir quadgion d’équivalence et 'emploi réglé du
signe d’équivalence’élaborent ensemblelans une dialectique ou le signe joue un réle non
moins important que le concept : la notion d’éqglémae émerge de I'emploi, chaque fois
rectifié, du signe d’équivalence.

c) Plus généralement, la « compréhension » d'urceqeindépend de la technique ou ce
concept est mis en jeu ; elle dépend donsyditémeales objets non ostensifs et ostensifs tout
entier que cette technique active. Comprendre male proportionnalité, par exemple, ce
sera savoir mettre en ceuvre de maniere pertinenteoans une technique de résolution des
problemes de proportionnalité. Aussi, la compréloende la notion différera selon que I'on
utilise la technique rappelée plus haut, ou 'und’autre des techniques suivantes :

Techniquexviii®siécle Ona:5:6::7x Dol :6 X7-

Techniqueco€ siécle.On a :f(5) = 6 aved linéaire. D'oll (7) = 7H(1) :%f(S) :5—73 x6=...

4. Les ostensifs et le progres en mathématiques

4.1. Un objet ostensif apparait comme possédant dalences : une valenéestrumentale
d’une part, une valencgg@miotiqued’autre part, ces deux valences apparaisaargeind’'une
technique donnéassociées comme le recto et le verso d’'une éeuill

a) Dire qu’un ostensif a une valeniostrumentalesignifie qu’il permet d’agir, de travailler.
On a vu plus haut (premier exemple de proportiaté)ajue, en mathématiqgues comme
ailleurs, on est notamment amenéravailler avec des motsLe discours, ici, n'a pas
simplement une fonction de communicatiahest un outil qui permet un travaill en va de
méme avec les autres registres ostensifs (matgestiiel, graphique, scriptural).



b) Dire qu’un ostensif a une valensémiotiquesignifie qu’il permet de voir, d’apprécier de
maniere sensible, le travédlit, le travail ertrain de se fairget d’envisager le travailfaire —
et cela aussi bien pour le sujet que pour I'obgenraSoit par exemple a encadrer le gel

\/§ par des rationnels. On peut procéder ainsi :

a:\/§:>a2:3:>a2—1:2:>(a—1)@+1):2:>a:1+afl.
2 2 _5 2 _7
>1 <1+ =2 >1+ == <1+ =L
a =a 1 = a 5+ 1 3:>a §+1 4
3
5 7
—<a<-
~3°%%
Si 'encadrement obtenu ne suffit pas, on peutenegire le travail et le poursuivre :
a<Z:a>1+ 2 =£9:>a 1 2__26
Ty U ¥,, 1
4 11
19 26
—=<a<=;efc.
~11°% 15

4.2. Le travail mathématique se fait donc avec akensifs, manipulés adéquatement. Les
non-ostensifs réglent ces manipulations, en mémwpdeque celles-ci donnent aux non-
ostensifs un « contenu » déterminé. Considérongxample I'expression algébriquexEE

¢ —x—1)—4 - 1).

a) Nous observons deux sujets, qui, respectiveraffiattuent les manipulation suivantes :

Sujet LER) = (x + 1)("3%‘1‘1— 4 — 1)) = g+ 1) XX _Xll_lé‘ *1)_ 4 1))

= X+ 1K(x—1) — 1 -4 —1)) = &+ 1)6¢ — 5+ 3).
Sujet 2E(X) = 3 — X + x(—4x + X).

b) Le travail du sujet1 s’effectue selon une teégh@ qui suppose vraisemblablement
I'activation de l'objet non ostensif «factorisati®, ainsi que de quelques autres non-
ostensifs. On laissera le lecteur deviner quel osipnsif peut, de méme, expliquer les
manipulations ostensives constitutives du travailsdjet 2... Et on notera simplement que,
selon une dialectique déja évoquée, les non-o$fteasirespondants (factorisation et ?) se
construisent (ou se renforcent) a partir de cesputations, qu’en méme temps ils reglent.

4.3. Le travail mathématiqueoncret (et non paddéalis§ que suppose I'accomplissement
d’'une tache donnée selon une technique détermiage &n fonction du systéeme des non-
ostensifs et des ostensifs que cette techniqueeacti

a) Ainsi, chacune des trois techniques présentkesaut pour résoudre le probléeme des
bonbons induit un travail mathématigepécifiqgue ou les ostensifs manipulés, comme les
non-ostensifs évoquéslifferent fortementOn peut étre capable de mettre en ceuvre la
technique «x°® siécle », par exemple, sans pour autant maittsetechnique xvii®
siecle » ; et inversement.

b) Considérons le probléeme suivant :



— 2 4 N
A= [—1 3} A=

On reproduit ci-apres laésaces ostensives écritdsl travail engendré par la mise en ceuvre de
trois techniques différentes.

3/10 —2/5}

_ _ _ -1_
UDetA=2[B-(-1)#=6+4=1C6 A _[1/10 1/5

2 —

_A 3:\ ‘:(2—)\)(3—)\)+4:)\2—5\+10:10A‘1:5I—A:P _4}:A‘1:[3/10 _2/5}

O ‘ 1 2 110 1/5

+ °
DAZ:[_OS 23}:AA+H | :[2)‘_)\“ .}:)\:5:}1:—103 10AL=51—A, etc,
On pourra expliciter ces techniques, en donnant geacune d’elles des exemples d'ostensifs
et de non-ostensifs qu’elle active, mais qui somrtes (absents) dans les deux autres
techniques.

4.4. L'un des phénomenes les plus remarquables ldaperspective ouverte jusqu’ici, est
celui de lasensibilité aux ostensittu travail mathématique. Le choix d’'un ostensifitpa@nsi
conduire a des techniques peu fiables, commeallait autrefois avec le choix de la notation
/- 1, dont la manipulation s'est révélée incompativec certainkabitusde calcul, ainsi
gue le montre le travail suivant :

1=A=A[(-1P=A[-1/-1=-1.
Inversement, dans I'enseignement secondaire frengabannissement (induit par la réforme

des mathématiques modernes) de la notatierf(x) a entrainé lalisparition corrélative de
certaines techniques.

a) Soit par exemple & calculer la dérivée fg@ = \/x*—1. Les éléves ne peuvent plus,
aujourd’hui, opérer comme suit :
y=al-1=y=¥X-1=2y =X=y =

X

< Ix
%\"
Pl

b) Soit, de méme, & déterminer les coordonnéesmimst de la parabole d’équatiprr 3¢
— 12+ 17. On pouvait autrefois procéder ainsi :

S(x, y) est le sommet de la parabole ssi I'équation
3¢ - 1X+ 17 =y
a une solution double enOn a :
A —1X+17=y = 3¢ —1X+ (17 -y) = 0.

Il vient : A(y) = 17 — 12(17 —-y) = 12(/ — 5) = 0= y = 5. Le sommet a pour ordonnge= 5 ; son
abscisse& est donnée par la racine double du trinbme

3¢ —1X+ (17 - 5) = 8 — 1%+ 12 = 3k - 2.
On a donx = 2. Finalement, le sommet est S(2, 5).

La technique mise en ceuvre ici a, de fait, disparméme temps que la notatips ...

4.5. Comme en d'autres domaines de l'activité¢ hamail existe, en mathématiques, un
progres: progrés des théories, des technologies, des te@mid.'un des facteurs de ce
progres se trouve indubitablement dansriation d’ostensifsefficaces tant du point de vue
instrumental que du point de vue sémiotique.



a) On doit constater, a cet égard, que les élexgsafitent que de maniére bien incertaine des
progres des mathématiquesvantes Nombre d’outils, en particulier ostensifs, cr@és les
mathématiciens restent longuement a la porte deldase, au bénéfice d’instruments
archaiques

b) On peut voir en cela un effet d’hystérésis celta, symptdme d’'un attachement a un passeé
par ailleurs ignoré comme reéalité historique. Msistout, il convient d'y voir I'effet du
caractére dominant de la visiodéaliste de I'activité mathématique. C’est ainsi par pure
ironie que nous avons parlé plus haut de la teclenickx® siécle » : car cax® siécle-la est,
pour I'éléve d’aujourd’hui, encore a naitre.

Torino, 3 febbraio 1994



